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UBER DIE LOSUNG DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG
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ERICH MUNDRY
Niedersdchsisches Landesamt fiir Bodenforschung, Hannover

(Eingegangen 26. Juli 1965)

Zusammenfassung—FEs werden einige Ergebnisse iiber die Lésung der Wirmeleitungsgleichung fiir
den Aussenraum eines Zylinders unter der Voraussetzung der Zylindersymmetrie mitgeteilt. Fiir den
Fall zeitlich konstanter sowie periodisch verdnderlicher Gastemperatur im Zylinder werden einige
Diagramme berechnet. Die Temperaturverteilung in axialer Richtung kann nidherungsweise bestimmt
werden. Die Ergebnisse lassen sich auf den Halbraum mit linear ansteigender Wirmeleitzahl anwenden.

1. EINLEITUNG

BEI EINIGEN technischen Aufgaben ist die Losung
der Wirmeleitungsgleichung fiir den Aussen-
raum eines von Gas durchstrémten Zylinders
mit kreisformigem Querschnitt unter Beriick-
sichtigung einer Wirmeiibergangszahl gesucht.
Vor allem fiir den Bergbau ist die Kenntnis
dieser Losung zur Bestimmung des Temperatur-
feldes in der Umgebung bewetterter Strecken
und Schichte von Bedeutung. So stellt u. a.
Konig [1] in einer ausfiihrlichen Arbeit die
Anwendung bestimmter Losungen der Wirme-
leitungsgleichung auf bewetterungstechnische
Probleme des Bergbaus dar.

Verschiedene Untersuchungen haben ergeben,
dass ausserhalb des Zylinders der axiale im Verg-
leich zum radialen Wirmestrom vernachlssigt
werden kann. Ist das den Zylinder umgebende
Medium beziiglich der Wirmeleitung homogen
und isotrop, dann lisst sich die Temperatur &
unter der Voraussetzung der Zylindersymmetrie
aus der Wirmeleitungsgleichung
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bestimmen, wobei ¢ die Zeit, r den radialen
Abstand von der Zylinderachse, R den Zylinder-
radius und a die Temperaturleitzahl des unend-
lich ausgedehnten Mediums bedeutet, Die
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Losung der Gleichung (1) muss im betrachteten
Gebiet beschrinkt sein, es soll gelten:

3> 9y fir r— oo. (2)

Wird ein Abkiihlungsvorgang betrachtet und
der Wirmeiibergang in das Gas durch eine
konstante Wirmeiibergangszahl o beschrieben,
dann gilt an der Zylinderwand die Randbedin-
gung

)\3_:_9 =a(d—0) fir r=R 3

or

Hierbei bedeutet O die iiber den gesamten Quer-
schnitt konstante Gastemperatur, A die Wirme-
leitzahl des Mediums. Zur Ldsung von (1) ist
noch eine Anfangsbedingung erforderlich.

2. ZEITLICH KONSTANTE GASTEMPERATUR
Ist im Zeitpunkt 7= 0 die Temperatur
iiberall konstant:
& = 9y t=0 (4)

und nimmt in diesem Zeitpunkt die Gas-
temperatur den konstanten Wert 0 an:

0 =6 t >0, (5)

dann kann die entstehende Temperaturverteilung
auf einfache Weise mit Hilfe der Laplacetrans-
formation berechnet werden, wi¢ Jaeger [2] und
Kremnjev [3] gezeigt haben.

fir

fiir
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Fiir den Fall unendlich grosser Wirme-
iibergangszahl, d.h. fiir die Randbedingung

=6y fir r=R,t>0

gibt Jaeger [4] numerische Werte an. Fir den
allgemeinen Fall hat u.a. Jessop [5] den auftre-
tenden Wirmestrom berechnet.
Zur Vereinfachung empfiehlt sich die Ein-
fithrung der dimensionslosen Grossen
190 - & r
X—ﬂﬂ—"@()’ P_R (6)

a
o =-TR

a
T=’R*2t, A

Wird die Laplacetransformierte

xp.p) = § x(r, p).e7P7 dr
V]

benutzt, dann liefert die Wirmeleitungsglei-
chung (1) zusammen mit der Anfangsbedingung
(4) die Besselsche Differentialgleichung

dzg  1dy _
dP2+PdP—pX_O’ (7)

von deren Losungen die Hankelfunktion nullter
Ordnung H{"(ip+/p) die Bedingung (2) erfiillt.
Die noch fehlende multiplikative Funktion wird
aus der aus (3) und (5) folgenden Bedingung

rollog)-o m o1 @

ermittelt. Es ergibt sich dann fiir die Lésung im
Unterbereich der Laplace transformierten

oHP(ipv/p)

X = ; : ; .
X = DeHP GV} + iwpHOGVR T O
Unter Benutzung des Umkehrintegrals der

Laplacetransformation folgt daraus die gesuchte
Losung

2 W exp[— 7%
X(Tv P’a)_l—ﬂ'_J' U2 + p2 ’ XV dx
(]

(10)
mit

U = Jo(x) + f_:Jl(x)
V = No(x) + = Ni(x)
W = No(px). U — Jo(px) . V

Hierbei bedeuten Jo, Ny bzw. Ji, N1 die Bessel-
und Neumannfunktion nullter bzw. erster
Ordnung.

Der Integrand in (10) wéchst fiir x— 0
unbeschrankt. Um das Integral numerisch
auswerten zu konnen, ist deshalb eine solche
Aufteilung des Intervalls (0, oo) in die Intervalle
(0, xy), (x4, Xo) und (x,, o) zweckmaissig, dass
in (0, xy) der Integrand durch eine elementar
integrierbare Funktion approximiert werden
kann und das iiber (x,, o) erstreckte Integral
im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit
vernachlissigt werden kann. Werden in der
Reihendarstellung von Jo, No, x.J1, x.N;
sowie exp[— x?r] quadratische und hdéhere
Glieder in x vernachlassigt, dann ergibt sich fiir
das erste Integral ndherungsweise

T z.._w 1-+ologp
20 j x [#2/4 + (log x/2 + C — 1/0)?]

0

dx

2 ™
= 1;(1 + ologp). (5 + arctanq), a1

wobei C = 0,5772 die Euler-Mascheronische
Konstante und

2 Xu 1
q=7—7(10g5+ C-—;)

bedeutet. Die Gdsse x, ldsst sich durch Abschit-
zung der vernachldssigten quadratischen Glieder
gewinnen, wodurch sich die Bedingungen
p2x2 = const. und 7x2 = const. ergeben. Fiir
grosse Argumente x wird der Integrand von
(10) wesentlich durch den Exponentialfaktor
beeinflusst, so dass sich zur Bestimmung der
Grenze x, eine Beziehung der Form 7x? = const.
eignet. Fiir grosse Entfernungen p kann die
Auswertung durch Einfilhrung einer neuen
Integrationsvariablen ¢ = x. p in (10) erleich-
tert werden.

In Abb. 1 ist das Ergebnis fiir die Nusseltzahl
o = 5 dargestellt. Die Berechnung des verblie-
benen Integrals mit den Grenzen x, und x,
erfolgte mit Hilfe der Gaussschen Integrations-
formel fiir fiinf Stiitzwerte. Dabei erwiesen sich
die Grenzen

. (0,06 0,07
xy = Min (—P", \/T)
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ABB. 1. Temperaturverteilung bei konstanter Gastemperatur in Abhiingigkeit von p und = fiir o = 5.
o = 128 1 f pe’
o= r__ ’ ' >
VT X —ijp-xz:(p)--fo (127)
in den meisten Fillen als geeignet. Die Rech- 0 . 9
nungen wurden mit einer IBM 1620-Rechenan- exp | — PPt ] de'. (13)
lage durchgefiihrt, wobei fiir Argumentwerte 4r

grosser als 8 asymptotische Ausdriicke fiir die
Zylinderfunktionen benutzt wurden [6].

Ist die Gastemperatur zeitlich verdnderlich,
dann ldsst sich die dann auftretende relative
Temperatur y, nach dem Prinzip von Duhamel
aus der Losung (10) berechnen. Stellt

Yo — O
() = 90 — 6p

mit B = 6(0) die relative Gastemperatur dar,
dann ist

X =x(7, p;0) + j Tdr

0

7=t

x(r — 1, p;o)dt. (12)

Wird die Kiihlung durch den Gasstrom einge-
stellt, dann kann der Warmeausgleich ndherungs-
weise aus der Punktquellenlésung der Wirme-
leitungsgleichung in Zylinderkoordinaten berech-
net werden. Die erreichte Temperaturverteilung
x(p) wird als Anfangstemperatur fiir den
einsetzenden Ausgleichsvorgang angesehen. Die
relative Temperatur x' ergibt sich dann aus
diesem Zylinderschalenmodell zu

Diese Formel kann beispielsweise dazu dienen
die nach dem Einstellen der Spiilung in einer
Tiefbohrung erforderliche Wartezeit abzuschét-
zen, um den urspriinglichen thermischen Zustand
des Gesteins angenihert wieder herzustellen {7].

2.1. Ndherungsformeln fiir die Temperatur

Fiir kleine Zeitwerte 7 bereitet die numerische
Berechnung von y nach (10) wegen der schlechten
Konvergenz des uneigentlichen Integrals Schwie-
rigkeiten. Aus der fiir |p|— oo geltenden
asymptotischen Darstellung der Laplacetrans-
formierten j lisst sich eine fiir kleine r-Werte
brauchbare Niherungsformel fiir die relative
Temperatur y ableiten. Unter Verwendung der
fiir grosse |p| geltenden asymptotischen Dar-
stellung

HP(p) ~ J (,,2,',) exp [" (” -2 )]

(n=0,1) (14
ergibt sich aus (9)
1 oexpl=+vp(p ~ D]

Ve plo+ +/p)

X~ Vp . (15)
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Dieser Ausdruck stimmt bis auf den Faktor
p~* mit der Laplacetransformierten der Losung
der Wirmeleitungsgleichung fiir den Halbraum
p > 1 mit den entsprechenden Anfangs- und
Randbedingungen iiberein. Deshalb liefert (15)
die Niherungsformel

1ot

1
— /e lolp = 1) + o%]

[1—eﬁ(2/1+oy%”, (16)

wobei
x

2
= = 2
erffx = hy lexp[ £ d¢
die Fehlerfunktion darstellt. Die Formel (16) ist
fiir (+/7/p) < 0,5 brauchbar.

Sieht man von grossen Entfernungen p ab,
dann ist die Auskiihlung fiir grosse Zeitwerte
quasistationdr, d.h. sie hat die Form der Losung
der Wirmeleitungsgleichung fiir einen Hohl-
zylinder im stationdren Fall, auf dessen dusserer
Mantelfliche die Bedingung y = 0 gilt. Die
relative Temperatur verhilt sich dann wie log p,
der Adussere Radius ist eine Funktion der
Variablen 7. Daraus ergibt sich die fiir den
Bereich 10 <7 <1000, o >1 verwendbare
Néherungsformel

O —log p)

1+ of an

mit

0,092
,\/

2.2. Halbraum mit linear zunehmender Wirme-
leitzahl

Die Losung (10) der Wirmeleitungsgleichung

fiir den Aussenraum eines Zylinders ldsst sich

auch zur Berechnung der Temperaturverteilung

im Halbraum y > 0 mit linear zunehmender
Wirmeleitzahl

A= d(l + 8y (B>0 (18)

fiir dieselben Rand- und Anfangsbedingungen
benutzen. Stellt ap die Temperaturleitzahl fiir
y - +0 dar, dann nimmt die Warmeleitungs-
gleichung fiir diesen inhomogenen Fall die Form

f=083 —
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a2 lcﬁ

o0
R L T TR
an. Durch die Transformation
o — &
(20)
_ aof? _2a
T 4 t, o = Bo

lasst sich die entsprechende Losung auf die
Losung (10) des Zylinderproblems zuriickfiihren.

3. PERIODISCHE TEMPERATUR

Die Temperaturverteilung bei periodischer
Gastemperatur kann nach dem Prinzip von
Duhamel bestimmt werden. Fiir den stationéren
Vorgang empfiehlt sich jedoch die Synthese der
Losung aus harmonischen Schwingungen. Be-
zeichnet ¢, den Mittelwert und &, die gesuchte
Temperaturverteilung fiir die Gastemperatur der
Schwingungsdauer T bzw. der relativen Schwin-
gungsdaver 79 = (2n/w) = (a/RHT:

0=y + A.exp[— iwtl, 21)
dann liefert der Ansatz
Op = Om + A.P(p).exp[— iwr]
die Besselsche Differentialgleichung
1
P” + ;P’ + iwP =0 (22)

mit der fiir p > oo verschwindenden Ldsung
H{(+/i py/w). Der multiplikative Faktor wird
wieder aus der Randbedingung an der Zylinder-
wand errechnet und liefert damit

Op=m+A. A, A, exp[—iwt] (23)
mit
o = B0
HO(i /)
o oHY (/i v/)
7 T GHP(ViNw) + iy w H(Vi V)
Q9

Stellt man die komplexen Zahlen A, und A,
durch die Betriige 4,, 4, und durch dle kael
:/ $, dar, dann lasst swh (23) in der Form
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Op = 19,,L+A.A,,.Ap.exp[—i(wr
-4, =4 (29

schreiben. Die von der radialen Entfernung
abhéingige Amplitude 4, und die Phasenver-
schiebung ¢, sind in Abb. 2 und 3, die von der
Nusseltzahl ¢ abhingige Amplitude A4, und
Phasenverschiebung i, sind in Abb. 4 und 5
dargestellt.

Bei kurzperiodischen Schwingungen kodnnen
A ,und A, wegen der asymptotischen Darstellung
(14) aus

1
A, ~ \/,D exp[(w/t(p — DGE-D] (26)

g
o i -
berechnet werden. Damit ergeben sich die
Naherungsformeln

1
A, e = (@2 (p — 1)

$p~ (02 (p — 1)
A~ (o4 bd (27)
77 VAle + (@I + (wf2)}

(w/2)

¢, A arctan

o+ (w/ZS;J

Die Ausdriicke fiir §,, 4, und ¢, sind identisch
mit der entsprechenden Losung fiir den Halb-
raum p > |, die Amplitude ist mit dem Faktor
p~} versehen. Fir grosse radiale Entfernungen
p gilt analog

log A, ~ — }logp — (0/Dtp + 1

b, ~ (w2t p + c2 (28)
wobei ¢1 und ¢2 nur von  abhingen.

Werden wie in (20) die Grossen p und o
sowie 7o = (aof?/4)T benutzt, dann stellt (25)
das Eindringen einer harmonischen Temperatur-
welle in den Halbraum y > 0 bei linear zuneh-
mender Wiarmeleitzahl (18) unter Beriicksichti-
gung einer Wirmeiibergangszahl an der Grenze
des Mediums dar.

4. TEMPERATURVERTEILUNG IN
STROMUNGSRICHTUNG

Die im Abschnitt 2 angegebene Losung gilt
fiir eine zeitlich konstante Gastemperatur ©,.
Nun tritt jedoch lings des Gasweges aufgrund
des Wirmestroms aus dem umgebenden Medium
eine Erhéhung der Gastemperatur auf [8]. Ist
der Massendurchsatz M, die spezifische Wirme
des Gases ¢p, dann gilt fiir die Temperatur-
erhdhung in Richtung des stromenden Gases

ABB. 2. Amplitude einer harmonischen Temperaturwelle in Abhingigkeit von p und =,
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Ass. 3. Phasenverschiebung einer harmonischen Temperaturwelle in Abhingigkeit von p und .
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Ass. 4. Amplitude einer harmonischen Temperaturwelle in Abhéngigkeit von o und 7.
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Ass, 6, Temperaturverteilung lings des Gasweges fiir r = 10,0 = 5.
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Ags. 5, Phasenverschiebung einer barmonischen Temperaturwelle in Abhdngigkeit von o und g,
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(z-Richtung) mit guter Niherung:

e ZQWR

= ogy Pler =0 @)

Fiir eine zeitlich konstante Gastemperatur am
Eintrittsort z = 0

O =60 fir z=0,¢>0,

ergibt sich bei Benutzung der relativen Gas-
temperatur

% -0

und der dimensionslosen Entfernungsvariablen

;o2

cpM z
bei Vernachlissigung des axialen Wirmeflusses
im umgebenden Medium die relative Temperatur
x aus folgendem Systemn mit den zugehdrigen
Bedingungen:

dy % 10y A
3= a2 T p3p (p>1)

x=0 fiir v =0

¥—=>0 fir p—>

P L (30
é)f)=o(x—¢) fir p =1 G0
7

é’%" o(x| p=1 — 9)

b=1 fiir {=0,7>0

Stellt ¢ die Laplacetransformierte von ¢ dar,
dann ergeben die ersten vier Bedingungen im
Unterbereich die zu (9) analoge Losung

_ oHPGpvp) g
X7 GHP(ir/p) + in/p HOiv/P)

Mit Hilfe der Differentialgleichung fiir ¢ als
Funktion von { sowie der Anfangsbedingung fir
{ = 0 [die letzten beiden Bedingungen in (30)],
ldsst sich daraus ¥ bestimmen. Insgesamt erhilt
man

(1)

ERICH MUNDRY

a
X = Heipvp).

exp [ N io\/p H{"(iv/p)
| eH®PGVD) + in/p HP(in/p)
cH{M(iv/p) + in/p HO(iv/p)

} (32)

Das Umkehrintegral liefert die Temperatur-
verteilung

X(Tvpa 0')"1""-{\
, .
X .sin ( U2 + VZ)) . €O8 (w({ﬂ ¥ Vz))
e 7 oL
_.L {— x| dx (33
exp | ~ Fa 5 et — xPr|dx 33)
mit

X = Jo(px) . U + No(px). V
Y=Unx) .U+ Ni(x). V.

In Abb. 6 ist ein Beispiel fiir o = 5, 7 = 10
dargestellt. Die Isothermenflichen haben nahezu
die Form von Kreiskegein.
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Abstract—Some results are given for the solution of the heat-conduction equation for a medium
bounded internally by a cylinder, under the assumption of cylindrical symmetry. Diagrams are
presented for the cases of constant and periodically varying temperature of the gas within the cylinder.
The temperature distribution parallel to the axis can be estimated approximately. The results are also
useful for obtaining the temperature distribution in a half-space with conductivity increasing linearly.

Résumé—La solution de ’équation de la chaleur est donnée a I'extérieur d’un cylindre en supposant

une symétrie cylindrique. Quelques diagrammes sont présentés pour une température du gaz dans le

cylindre constante ou périodique. La distribution axiale de témperature peut etre déterminée de fagon

approchée. Les résultats peuvent etre appliqués 4 un demi-espace avec une conductivité thermique
augmentant linéairement avec la cote.

Ansoranus—Coo6aeTcss 0 HEKOTOPHX DPe3yAbTATaX NG POHICHMIO YPABHEHUA TeIUIOUPO-
BOZHOCTH AJIA BHeEIIHEN CTEHKHN HIIMZPA B IPEIIOTOMEHHN CHMMETPHI HAUINHADA.

Ina coydad MOCTOAHHON M MepUOIMYECKU H3MeHAeMOil TeMIEPATYDH TasoBOTO HOTOKA,
TPOXOAIIETO Yepe3 HITHHAD, PAcCUNTHIBAIOTCA HEKOTOPHIE JuarpaMmbl. Pacupeineseuue
TEMIEPATYPH B OCEBOM HANPABIEHHI MOKeT OBHITh NOICYNTAHO HPHGAIAKeHHO. Peayanrarst
Moryr OBITE NpHUMeHeHH AJAA TOIycdepsl ¢ JIHHEHO BO3PACTARMEM  KODPYHIHEHTOM

TETIONPOBOAHOCTH,
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